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Аннотация. Двойной интеграл находит самое широкое применение в 

различных сферах научного исследования. Замена переменных позволяет 

упростить вычисление двойного интеграла. В статье рассмотрены алгоритмы, 

основанные на применении якобиана и перехода к полярным и обобщенным 

полярным координатам, позволяющие в зависимости от специфики 

поставленной задачи существенно упростить процедуру вычислений двойных 

интегралов. 
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Пусть функции 𝑥 = φ(𝑢, 𝑣) и 𝑦 = ψ(𝑢, 𝑣) осуществляют взаимно однозначное 

отображение области 𝐷′ плоскости 'O uv  на область 𝐷 плоскости Oxy, имеют в 

'D  непрерывные частные производные 1-го порядка и отличный от нуля якобиан 

(определитель из производных) [1-4]. 
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Тогда при условии существования двойного интеграла  ,
D

f x y dxdy

справедлива формула замены переменных: 

        
'

, , , , 1
D D

f x y dxdy f u v u v J dudv    

Переход к полярным координатам [1-3] 

Пусть 𝑀(𝑥,𝑦) – произвольная точка на плоскости Oxy. Полярными 

координатами точки M называется пара чисел (𝑟, φ), где r OM   длина радиус-

вектора OM ; φ – угол между положительным направлением оси Ox и радиус-

вектором OM . 

 

Переход от прямоугольных координат (𝑥, 𝑦) к полярным координатам (𝑟, 

φ) задаётся формулами  

𝑥 = 𝑟 cosφ, 𝑦 = 𝑟 sinφ.           (2) 

Здесь 𝑟 ≥ 0; 0 ≤ φ < 2π. Якобиан примет вид 
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Формула замены (1) запишется в виде 

   
'

, cos , sin (3)
D D

f x y dxdy f r r r drd       

Задача 1. Переходя к полярным координатам, вычислить интеграл 

2 2 ,
D

x y dxdy  если область 𝐷 ограничена кривыми 𝑥2 + 𝑦2 = 1, 𝑦=𝑥 (𝑦 ≥ 𝑥), 𝑥 

= 0 (𝑥 ≥ 0). 

Решение. Применяя формулу (3), получим 
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Уравнение окружности 𝑥2 + 𝑦2 = 1 преобразуется по формулам (2) к виду  

𝑟2 cos2 φ + 𝑟2 sin2 φ = 1 ⟹ 𝑟2 = 1, то есть 𝑟 = 1. 

Поэтому областью интегрирования является круговой сектор, 

ограниченный осью OY и биссектрисой первой четверти. 
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Отсюда угол φ изменяется от 𝜋/4 до π/2; радиус 𝑟 изменяется от 0 до 1, то 

есть 

 ' , , 0 1 .
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Задача 2. Вычислить интеграл 2 2
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  если область 𝐷 

ограничена эллипсом 

2 2

2 2
1.

x y

a b
   

 

Решение. Перейдём к обобщённым полярным координатам 𝑟 и φ по 

формулам  

𝑥 = 𝑎r cos φ, 𝑦 = 𝑏r sin φ. Тогда якобиан примет вид 
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Уравнение эллипса запишется в виде 
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то есть 𝑟 = 1. 
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Значит, область интегрирования определяется соотношениями 

  ' , 0 2 ; 0 1 .D r r        

Таким образом, получим 
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Интегралы являются независимыми, следовательно, их можно вычислять 

отдельно друг от друга. 
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Окончательно получим 
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